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MATHEMATICS 
MODELLRINGE IN DER NICHTARCHIMEDISCHEN 
FUNKTIONENTHEORIE 
VON 
ULRICH GUNTZER 
(Communicated by Prof. T. A. SPRINGER at the meeting of January 28, 1967) 
Von TATE [5] und GRAUJ RT und REMMERT [2] wurden als Bausteine 
der nichtarchimedischen Funktionentheorie die Algebren T n der auf 
dem n-dimensionalen Einheitspolyzylinder mit "Rand" iiber einem nicht-
archimedisch bewerteten vollstandigen Korper k konvergenten Potenz-
reihen eingefiihrt und studiert. Diese Reihen lassen sich durch die 
einfache Bedingung, dass ihre Koeffizienten eine Nullfolge bilden sollen, 
aus den formalen Potenzreihen aussondern. Nimmt man zu den Ringen 
Tn ihre k-Algebra-homomorphen Bilder hinzu, erhalt man die fiir die 
nichtarchimedische Funktionentheorie grundlegende Kategorie der "k-
affinoiden" oder "Tateschen" Algebren, deren Objekte samtlich noethersche 
k-Algebren mit nur abgeschlossenen Idealen sind (vgl. [2], [5]). 
Fiir den Aufbau der Funktionentheorie bieten sich aber noch weitere 
Modellringe an, die die Rolle der Ringe T n spielen konnten. So haben 
MoNNA und SPRINGER in [3] Resultate erhalten auch iiber Potenzreihen-
algebren T(ei. ... ,en) aufPolyzylindern mit Radien (!i, die nicht notwendig 
in der Wertegruppe liegen. In Satz 1 werden diejenigen e E n+n bestimmt, 
fiir die T(e) k-affinoid und somit z.B. noethersch ist. Urn auch fiir die 
restlichen Faile Einblick in die Struktur von T(e) zu bekommen, wird 
zunachst eine Weierstrass'sche Formel fiir T(e) bewiesen und daraus fiir 
gewisse k und e nach klassischem Vorbild gefolgert, dass T(e) noethersch 
ist und nur abgeschlossene Ideale besitzt. Somit hat man auf kanonische 
Weise eine ganze Klasse von noetherschen k-Banach-Algebren gefunden, 
in denen der Polynomring k[X1, ... , Xn] dicht liegt, die aber dennoch 
nicht k-affinoid sind. 
Ferner hat WASHNITZER [6] die Algebra W n der Potenzreihen unter-
sucht, zu denen es jeweils einen n-dimensionalen Polyzylinder mit Radien 
(!i > 1(1 .;;;;i .;;;;n) als Konvergenzbereich gibt, in Analogie zu der Algebra 
der Keime von auf dem abgeschlossenen Einheitspolyzylinder holomorphen 
Funktionen im komplexen Fall. Es liegt auf der Hand, dass man durch 
Dbergang zum direkten Limes die Washnitzerschen Algebren W n in den 
Griff bekommt, wenn man erst einmal die T(e) kennt. So erhalt man die 
Weierstrass'sche Formel und aus ihr den Satz, dass Wn noethersch urid 
faktoriell ist. 
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§ 1. DIE ALGEBRA DER AUF EINEM: POLYZYLINDER KONVERGENTEN 
POTENZREIHEN 
1.0. R sei ein kommutativer Integritatsring mit 1 versehen mit einer 
voilstandigen nichtarchimedischen Bewertung. Fiir e = ((!I, ... , en), wobei 
(!i positiv-reeile Zahlen sind, definieren wir: 
Re(X): = {,! rv1 ••• vn XI1' 1 ••• Xn1'n I rv E R und 
I I I' t· o r·· · . } rv (!I" 1 ••• (!n n -+ ur 'VI -t- ... -r- Yn -+ oo . 
Versieht man R0 (X) mit der durch II,! rvXvlli!: = max lrvlev definierten 
v 
Norm-wobei xv fiir XI1'1 ••• Xn1'n und e'' fiir (!Ivl ... (!nVn steht-so ist 
Re(X) eine R-Banach-Algebra. Wie man Ieicht nachrechnet, gilt sogar 
ll/glle=ll/ll 1rllglle fiir aile I und g E Re(X). Falls (!i E IRI, kann man Re(X) 
auch als die Algebra der auf dem Polyzylinder {x E Rnl lxil <(!i fiir 
i = 1, ... , n} konvergenten Potenzreihen mit Koeffizienten a us R be-
schreiben. 
1.1. In dem uns vor allem interessierenden Spezialfail, dass der 
Koeffizientenring R ein Korper ist, den wir dann mit k bezeichnen, sei 
T(e): = ke(X) fiir e E 'fl.+n· Da die Struktur k-affinoider Algebren bereits 
gut bekannt ist, ist es niitzlich, zu wissen, wann T(e) k-affinoid ist. 
Satz 1. T(e) i8t eine k-affinoide Algebra dann und nur dann, wenn 
e8 Exponenten 8.g E 11 gibt mit (!i 8i E I k* I (l < i < n). 
Beweis. Zunachst gehen wir davon aus, daB T(e) k-affinoid ist. Da 
T(e) nuilteilerfrei ist, beschreibt nach GERRITZEN [1] die Norm der 
gleichmassigen Konvergenz II/II:= sup {1/(m)l; m E Max T(e)} die Banach-
Topologie von T(e), und fiir aile I E T(e) gibt es ein 8 E 11 mit 11/11 8 E lkl. 
Andererseits wird die Topologie von T(e) durch die Norm II Ill! definiert. 
Da zwei potenz-multiplikative Normen, die dieselbe k-Algebra-Topologie 
induzieren, iibereinstimmen, gibt es also 
womit eine Richtung von Satz 1 bewiesen ist. 
Zum Beweis der Umkehrung: Seien at E k* mit I ail = (!i 8i. Durch tp(Xi): = 
=aclXt wird ein isometrischer k-Algebra-Isomorphismus von 
Tn=T(1, ... , 1) auf T(laii, ... , lani) 
definiert. Somit ist T(laii, ... , lanl) k-affinoid. Aus dem folgenden Lemma 
erhalt man nun Ieicht, dass T(e) k-affinoid ist. 
Lemma 1. (!I, ... , (!n 8eien po8itiv-reelle, 81, ... , 8n naturliche Zahlen; 
ferner 8ei (! 8 : = ((!1 81, ••• , (!n 8n). Dann gilt: T(e) i8t eine endlich erzeugte 
freie topologi8che T(e 8 )-Algebra (ver8ehen mit der Produktnorm). 
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Beweis. Sei U:={f=EavX11 ET(e)lav=0 falls vt¢0 mod 8t fiir 
mindestens ein i}. U ist ein Unterring von T(e). Fiir l.;;;) . .;;;;l: =81 ... 8n 
seien mA die Monome X1v1 ... Xn11n mit 0<vt<8t. Dann gilt offenbar: 
l 
T(e)= EB m). U 
.il=l 
und zwar ist T(e) auch als topologischer U-Modul direkte Summe der 
mAU; fiir f ET(e) gilt namlich: lillie= max llm,;lle·llg,;lle, falls f=EmAgA 
A 
und g,EU. Die durch <p(Xt):=Xt8i(l.;;;;i.;;;;n) definierte Abbildung <p 
von k [X] in sich bildet T(e 8 ) isometrisch und k-Algebra-isomorph auf 
U ab. Somit folgt T(e) =81 ... 8n T(e 8 ), womit das Lemma verifiziert ist. 
Da k-affinoide Algebren noethersch sind und nur abgeschlossene !deale 
besitzen, erhalten wir das folgende 
Korollar l. T(e) i8t noether8ch und hat nur abgeschlo88ene !deale, 
wenn (!t, ... , (!n in der divi8iblen Erweiterung der Wertegruppe lk*l liegen. 
Wenn Tc den kleinsten algebraisch abgeschlossenen bewerteten voll-
standigen Oberkorper von k bezeichnet, dessen Bewertung diejenige von 
k fortsetzt, so ist Korollar l aquivalent zu 
Korollar 2. Sei P ein "abge8chlo88ener" Polyzylinder in 'fen, des8en 
Peripherie nicht leer i8t. Dann i8t die Algebra der auf P konvergenten 
Potenzreihen mit Koeffizienten aus k noether8ch und hat nur abge8chlo88ene 
!deale. 
1.2. Fiir diskret bewertete Grundkorper wurde Korollar l in [3] 
bewiesen. Hiermit ist die dort gestellte Frage, ob ~die Voraussetzungen 
abgeschwacht werden konnen, dahingehend beantwortet, dass die Dis-
kretheitsannahme weggelassen werden kann, wahrend die andere Voraus-
setzung "et E Vlkf" zwar notwendig dafiir ist, dass T(e) k-affinoid ist, 
aber keineswegs dafiir, dass T(e) noethersch ist und nur abgeschlossene 
!deale besitzt. Vielmehr gibt es, auch wenn die obige Bedingung an e 
nicht erfiillt ist, wenigstens unter gewissen Voraussetzungen an den 
Grundkorper k, noethersche Algebren T(e) mit nur abgeschlossenen ldealen, 
die obendrein faktoriell sind. Urn dies einzusehen und auch im Hinblick 
auf Anwendungen fiir die Algebren W n, miissen wir etwas weiter ausholen 
und eine Weierstrass'sche Formel beweisen. Aus rein technischen Grunden 
lassen wir nun wieder bewertete Ringe R als Koeffizientenbereiche zu. 
In Re(X) ist eine Division mit Rest durch geeignete "allgemeine" 
Elemente moglich. 
00 
Def. g= ~ g11(X1, ... , Xn-1) Xn11 E Re(X) hei88t allgemein in Xn vom 
7=0 
Grad 8, wenn gilt: gs i8t Einheit in Re(X) und llglle=llgsXn8lle>llgvXn11lle 
fur alle v>s. 
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Satz 2, (Weierstrass'sche Formel). g E R 12(X) sei allgemein in Xn 
vom Grads. Dann gibt eszujedem f E R 12(X) eindeutigbestimmteq, r E R 12(X), 
so dass gilt : 
f=q g+r und r ist ein Polynom in Xn vom Grad <s. 
Es bestehen dieAbschtitzungen: JJqJJe<JJgJJ 12- 1JJ/IIe und JJrJJe<IJ/IIe· Falls fund 
g Polynome in Xn sind, ist auch q ein Polynom in Xn. 
Satz 3, (Weierstrass'scher Vorbereitungssatz). g E R 12(X) sei all-
gemein in Xn vom Grad s. Dann gibt es genau ein normiertes Polynom w 
s-ten Grades in Xn aus R 12(X) und eine Einheit e von R 12(X) mit g = ew. 
Ferner ist dann w allgemein in Xn vom Grads mit JJwJJe=(Jn8 • Falls g ein 
Polynom in Xn ist, so ist auch e ein Polynom in Xn. 
Fiir den Spezialfall, dass R o bendrein ein Korper ist und e = ( 1, ... , 1) 
gilt, finden sich diese heiden Satze in [2]. Die mehr oder minder formale 
Herleitung des Vorbereitungssatzes aus der Formel in [2], S. 404 iibertragt 
sich in einfacher Weise auch auf den vorliegenden Fall, so dass also 
nur noch Satz 2 zu beweisen bleibt. Der Beweis fiir die Formel in [2], 
S. 402 ff., arbeitet nach geringfiigigen Anderungen auch noch fiir beliebige 
bewertete vollstandige Ringe. Somit haben wir die Satze 2 und 3 fiir 
R(X): =R(1, ... , 1)(X) bereits zur Verfiigung. Der Allgemeinfalllasst sich 
wie folgt auf diesen Spezialfall zuriickfiihren. 
1.3. Zu R und e=(eb ... ,en) gibt es einen Oberring S mit einer voll-
standigen Bewertung, die die Bewertung von R fortsetzt, derart, dass 
S Einheiten c1, ... ,en enthalt mit JciJ =ei· Man wahle namlich fiir S z.B. 
die Komplettierung des Quotientenkorpers von Rg(X) mit der kano-
nischen Bewertungsfortsetzung. Durch rp(Xi):=ciXi fiir i=1, ... , n und 
rpJR: = id wird ein R-Algebra-Homomorphismus rp: R 12(X)-+ S(X)( = 
=S (1, ... , 1)(X)) definiert. rp ist sogar eine Isometrie, und es gilt: 
rp(R12(X))={.~svX11 ES(X)Jsv1 ••• v .. ·CC111 ••• cn-vn ER}. 
00 
Wenn gE R 12(X) Xn-allgemein vom Grad s ist, so ist rp(g) = 1 hvXn11 
v~o 
Xn-allgemein vom Grad s in S(X), und cn-8 h8 ist Einheit in 
rp(R<e1 , •••• en- 1>(X1, ... , Xn-1)). 
Es ist also sinnvoll, solche formalen Potenzreihen zu betrachten, deren 
Koeffizienten nicht nur ,durch topologische, sondern auch noch durch 
algebraische Bedingungen eingeschrankt sind. Wenn R und S nichtar-
chimedisch bewertete vollstandige Ringe sind, wobei S ein Oberring 
von R mit fortgesetzter Bewertung ist, und wenn C1, ••• , Cn Einheiten in 
S sind und c: = (c1, ... , en) ist, so definieren wir die folgende Menge von 
Potenzreihen: 
P(c): = (R, S, c)(X): = {1svXvJsv E S, 
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P(c) ist eine vollstandige R-Unteralgebra von S(X). Da in S(X) 
bereits die Weierstrass'sche Forme! samt Abschatzungen und Eindeutig-
keitsaussagen gilt, gentigt es zum Beweis von Satz 2 zu zeigen, dass ftir 
00 
Divisoren g= 1 gvXnv E P(c), die Xn-allgemein vom Grad 8 sind und 
•-0 
die Bedingung "g8 cn-s ist Einheit in P(c~, ... , Cn-1)" erftillen, die Weier-
strassdivision nicht aus P(c) hinausftihrt. Die Identitat P(c1, ... , en)= 
= (P(c~, ... , Cn-1), S(X~, ... , Xn-1), Cn)(Xn) erlaubt es, sich daher auf den 
Fall einer Veranderlichen zu beschranken. Zunachst mtissen wir uns um 
die Division mit Rest im Polynomring P(c)nS[X] ktimmern. 
8 
Lemma 2. Sei g = 1 gvXv E P(c); Ierner 8ei c-8 g8 Einheit ~n R. 
•-0 
Dann gibt e8 zu jedem Polynom IE P(c) eindeutig be8timmte Polynome q 
und r au8 P(c) mit l=qg+r und gr r<8. 
Der Beweis ist klar. Sei g*:=g(c-1X) und l*:=l(c-1X). Dann liegen 
g* und I* in R[X], und g* ist sogar ein unitares Polynom vom Grad 8. 
Die Division mit Rest in R[X] liefert q*, r* E R[X] mit I* =q*g* +r* 
und gr r*<8. q:=q*(cX) und r:=r*(cX) leisten das Verlangte. Die Ein-
deutigkeit von q und r folgt aus der Eindeutigkeit der Division mit Rest 
in S[X]. 
Der Beweis von Satz 2 ergibt sich nunmehr ganz einfach aus bekannten 
Tatsachen. Das von GRAUERT und REMMERT in [2], p. 403 angegebene 
Iterationsverfahren zur Konstruktion von q und r, das, wie schon erwahnt, 
nicht nur fiir Korper, sondern auch fiir Ringe als Koeffi.zientenbereiche 
funktioniert, ftihrt wegen der Vollstandigkeit von P(c) und auf Grund 
von Lemma 2 nicht aus P(c) hinaus, was noch zu zeigen war. 
1.4. Die Weierstrassformel allein gentigt aber noch nicht, um Auf-
schloss tiber die algebraische Struktur von Re<X> zu geben. Um namlich 
wie RucKERT Endlichkeits- und Faktorialitatsaussagen tiber Re(X) zu 
gewinnen, mtisste man tiber hinreichend viele geeignete Weierstrass-
divisoren verftigen; genauer: wtisste man, dass jede Reihe aus Re(X) 
durch einen Automorphismus von Re(X) allgemein gemacht werden 
kann, so wtirde die Rtickertsche Theorie ziemlich formal abrollen und 
liefern, dass Re<X> noethersch und faktoriell ist. 
Von nun an betrachten wir als Koeffi.zientenbereich nur noch nicht-
archimedisch bewertete vollstandige Korper k. Ftir den Spezialfall 
Tn=T(l, ... , 1) wird in [2] das obige Programm durchgeftihrt und somit 
die Existenz hinreichend vieler solcher (Scherungs-) Automorphismen 
gezeigt und gefolgert, dass T n faktoriell und noethersch ist und dass 
jeder U ntermodul von m T n ftir aile m E 11 abgeschlossen ist. In etwas 
komplizierterer Weise kann man so auch fiir T((!1, ... , en) vorgehen, 
wenigstens unter gewissen Voraussetzungen an k und Q· 
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Satz 4. Der Re8tkla88enk6rper x von k 8ei unendlich. Dann gilt f'ilr 
alle e Ell+n mit e~:=e1 fur i=2, ... , n: Fur alle m E11 i8t jeder T(e)-Unter-
modul von mT (e) endlich erzeugt und abge8chlo88en. I n8be8ondere i8t T (e) 
noether8ch. Ferner i8t T(e) faktoriell. 
Beweis. Wie bereits in 1.3 erwahnt, gibt es einen Oberkorper K von 
k, auf den sich die Bewertung von k so fortsetzen lasst, dass K vollstandig 
ist und ein Element c mit lei =(!1 enthalt. Sei c: = (c, ... ,c) E Kn und 
c': = (c, ... ,c) E Kn-1. Zu T(e) ist (k, K, c)<X1, ... , Xn) =P(c) isometrisch 
isomorph, und wir konnen die Behauptung ebenso gut fiir P(c) beweisen. 
Wenn g= ,2 g11 Xn11 E P(c) Xn-allgemein vom Grad 8 in K<X1, ... , Xn) ist, 
so ist nach 1.3 die Weierstrass-Division durch g sogar in P(c) moglich. 
Die zusatzliche Bedingung aus 1.3: "g8 c-s ist Einheit in P(c')" ist namlich 
im vorliegenden Fall von selbst erfiillt, wovon man sich leicht iiberzeugt. 
Zu gegebenem f E P(c) haben wir also einen Automorphismus cp von 
00 
P(c) zu finden, so dass q;(f} allgemein in K<X1, ... , Xn) ist. Sei /= .2 fv 
P-0 
die Zerlegung von I in homogene Terme. Es gibt ein 8 E n derart, dass 
II /II= II /sll >II /vii fiir '11>8 gilt. Seie: = fs(Xb ... , Xn-1, 1) E K[X1, ... , Xn-d· 
Da x unendlich ist, gibt es auf Grund des Maximumprinzips (vgl. etwa 
[2], p. 401) a1, ... , an-1 E k mit Ia~: I< 1 und le(a1, ... , an-1)1 =II ell· Wieman 
leicht sieht, gilt: llell =11/sll, woraus l/s(ab ... , an-b 1)1 =II/II folgt. Nach 
[2], p. 407 wird dann durch q;(X~:):=X~:+a~:Xn fiir i=1, ... ,n-1 und 
cp(Xn):=Xn ein K-Algebra-Automorphismus von K<X1, ... , Xn) definiert, 
so dass q;(f) Xn-allgemein vom Grad 8 ist. Da cp und q;-1 die Erzeugenden 
cX1(1.;;;i.;;;n) von P(c) in P(c) abbildet, induziert cp einen k-Algebra-
Automorphismus von P(c).-Da wir also, eventuell nach Anwendung 
eines geeigneten Automorphismus, immer den Weierstrass'schen Vor-
bereitungssatz oder die Formel anwenden konnen, ergibt sich die Behaup-
tung nach dem klassischen Vorbild von RucKERT wie in [2]. 
Aus Satz 4 erhalt man leicht die folgende Aussage, die fiir spezielle 
Grundkorper das Korollar 1 zu Satz 1 verbessert. 
Korollar. Der Re8tkla88enkiirper x von k 8ei unendlich; ferner 8ei 
e EB_+n derart, da88 e8 fur i=2, ... , n Elemente a~: E k*, ganze Zahlen 81: 
und t~:, 8~:;>1, t~:;>O, gibt mit Q~:8i=la~:le1tt(2.;;;i.;;;n). Fur alle m ETI i8t dann 
jeder T(e)-Untermodul von mT(e) endlich erzeugt und abge8chlo88en. 
Beweis. e E)R+n werde zulassig genannt, wenn fiir aile m E11 jeder 
Untermodul von mT(e) endlich erzeugt und abgeschlossen ist. 
Seien 111, ••• , vn E 11; mit Hilfe von Lemma 1 kann man sich einfach 
iiberlegen, dass e = ((!1, ... ' en) genau dann zulassig ist, wenn dies fiir 
ev: = ((!1111, ••• ' (!n1'n) zutrifft. Sei ferner b = (bl, ... ' bn) E k*n; dann ist e 
zulassig dann und nur dann, wenn (lb1l·e1, ... , lbnl·en) es ist. Nach Satz 
4 ist ((!1, ... , e1) zulassig, so mit auch (QI. e1 t., ... , e1 tn), woraus wiederum 
die Zulassigkeit von (eb!a2l·e1t•, ... , !anl·e1tn) folgt. Schliesslich erhalt man, 
daSS (!=((!1,(!2, ... ,(!n)=((!I, (ia21(!1t2)1/B2, ••• , (iani(!1tn)1/Bn) ZU}assig ist. 
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§ 2. DrE ALGEBRA DER "KEIME voN UM DEN ErNHEITSPOLYZYLINDER 
KONVERGENTEN POTENZREIHEN". 
2.0. k sei wie bisher ein nichtarchimedisch bewerteter vollstandiger 
Korper. K sei ein nichtdiskret bewerteter Oberkorper von k, dessen 
Bewertung eine Fortsetzung derjenigen von k ist. Es ist sinnvoll, die 
Definition einer "holomorphen" Funktion im Einheitspolyzylinder enger 
zu fassen als bisher und nur solche Potenzreihen in n V eranderlichen 
mit Koeffizienten aus k zu betrachten, zu denen es jeweils einen den 
Einheitspolyzylinder echt umfassenden Polyzylinder von Kn gibt, auf 
dem sie noch konvergieren. 
Def. Wn: ={I= ,2 avXv E k [X1, ... , Xn] I es 
gibt ein tEl\ mit t> 1 und iavjtvl+ ... +vn--+ 0}. 
Man sieht Ieicht, dass f E k [X] tatsachlich genau dann ein Element 
VOn W n ist, wenn (! = ((!1, •.. , (!n) E :Jan existiert mit (!i > 1 derart, dass 
/fiiralle x E Kn mit lxtl <eikonvergiert. Wnlasstsichauchso beschreiben: 
u T(e). 
2.1. Als Anwendung von § 1 werden wir die Struktur von Wn unter-
suchen. Wenn wir wieder eine Weierstrass-Division mit Rest erhalten 
wollen, miissen wir zunachst klaren, wann ein Element von W n allgemein 
heissen soil. 
Def. Eine Reihe g E Wn heisst Xn-allgemein vom Grads in Wn, wenn 
es eine Folge e<v> E nn mit (!i(V) > 1 gibt, derart, dass fur i = 1, ... , n et<v> 
gegen 1 konvergiert und g Xn-allgemein vom Grad s in T(e<v>) ist. 
Als einfache Konsequenz der Satze 1 und 2 erhalt man nun, dass die 
Weierstrass-Division durch allgemeine Elemente in W n moglich ist. 
Satz 2', (Weierstrass'sche Formel fiir Wn)· g E Wn sei Xn-allgemein 
vom Grad s in W n· Dann gibt es zu jedem f E W n eindeutig bestimmte q, 
r E Wn, so dass gilt: f=qg+r, r E Wn-l[Xn] und gr r<s. Falls fund g 
aus Wn-l[Xn] sind, gilt dies auch fur q. 
Beweis. Da die Folge e<v> von oben gegen (1, ... , I) konvergiert 
und f in W n liegt, gibt es ein 'II derart, dass f Element von T(e<v>) ist. 
Die Weierstrass-Forme! fiir T(e<v>) liefert q und r aus T(e<v>) C Wn mit 
den gewiinschten Eigenschaften. q und r sind eindeutig bestimmt; hat 
man namlich eine solche Darstellung f=qg+r, so gibt es ein 'II dergestalt, 
dass gilt: q und r E T(e<v>). In T(e<v>) ist die Division durch g mit Rest 
aber eindeutig. Ebenso folgt die letzte Aussage des Satzes aus der ent-
sprechenden von Satz 2. 
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Satz 3'. (Weierstrass'scher Vorbereitungssatz fiir W .. ). g E Wn sei 
Xn-allgemein vom Grad s. Dann gibt es genau ein normiertes Polynom 
wE Wn-1[Xn] vom Grad s und eine Einheit e von Wn, so dass g=ew ist. 
Falls g in W n-1[Xn] liegt, trifft dies auch f1lr e zu. 
Auch dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung a us dem entsprechenden 
Satz 3. 
2.2. Wie auch schon im ersten Paragraphen, besteht das Problem 
darin, sich der Existenz hinreichend vieler allgemeiner Divisoren zu 
versichern. Dazu beweisen wir das folgende 
Lemma 3 . F1lr jedes g =1= 0 a us W n gibt es einen A utomorphismus 
rp von w n derart, dass rp(g) x .. -allgemein in w n ist. 
Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Zunachst zeigen wir: Es gibt 
einen A utomorphismus rp von W n, der g in eine in T n allgemeine Reihe 
1lberf1lhrt. Nach [2], p. 405 gibt es Exponenten Ci E11 (1.;;;i<n), so dass 
der durch rp(Xi): =xi+ x .. Ci und rp(Xn): = Xn gegebene Scherungs-k-
Automorphismus von Tn g X .. -allgemein macht. Zu zeigen ist, dass rp 
und rp-1 W n invariant lassen. Sei also f E W n; dann gibt es ein e = 
=(t, ... ,t)El\" mit t>1 und /ET(e). Es gibt eine reelle Zahl t* mit 
1<t*.;;;;:t derart, dass t*Ci.;;;t fiir i=1, ... ,n-1 gilt. Sei e*:=(t, ... ,t,t*). 
Aus llrp(Xt)lle*=IIXt+XnCille*<t folgt, dass rp(f) in T(e*) liegt, also 
erst recht in W n· Da rp-1 auch eine Scherung mit denselben Exponenten 
ist, lasst auch rp-1 W n invariant. Somit ist also rpl W n der gesuchte Auto-
morphismus mit der Eigenschaft, dass rp(g) X .. -allgemein in Tn ist. 
Als zweiten Schritt zeigen wir: Wenn (J E w n x .. -allgemein vom Grad 8 
in T n ist, so ist g auch Xn-allgemein vom Grad s in W n· Sei g = _L (JvXnl'. 
O.B.d.A. gelte IIYII1=1 und (Js=1+h mit hE Wn-1 und llhll1<1, da ja h 
Einheit in Tn ist. Wegen g E W n gibt es ein e EB." mit (!t > 1 und g E T(e). 
Deshalb existiert ein Po derart, dass fiir P#Po IIYvXnvlle< 1 gilt. Fiir alle 
TE1\" mit Tt<(!t hat man dann erst recht IIYvXnvll-r<1 fiir P#Po. Ferner 
gibt es ein d'>O mit 1+d'<et fiir i=1, ... , n, so dass fiir Ti<1+d' folgt: 
llhll-r<1; somit ist (Js=1+h Einheit in T(-r) mit 11Ysll-r=1, falls Ti<1+d'. 
Ferner gibt es ein d > 0 mit d < d', so dass fiir Ti < 1 + d und s < P <Po folgt: 
!IYvXnvll-r<1, denn fiir S<P<Po gilt ja IIYvXnvii1=IIYvll1<1. Wirsindfertig, 
wenn wir zeigen konnen: 
Zu jedem Tn En mit 1 < Tn < 1 + d gibt es ein e > 0 derart, dass a us 
1.;;;TI, ... , Tn-1<1+e folgt: (Jist x .. -allgemein VOID Grad 8 in T(-r).-Sei 
Tn E 'fl. fest gewahlt mit 1 < Tn < 1 +d. Dann gibt es ein e > 0 mit e < d 
derart, dass fiir T1, ... , Tn-1<1+e und O.;;;P<s gilt: 11Yvll<-r1 , ••• ,Tn-,)<Tn, 
da ja Tn> 1 und IIYvll1< 1 ist. Daraus folgt fiir O.;;;P<s: IIYvXnvll-r<TnTn8 - 1= 
=IIYsXn8 ll-z-. Fiir Tn<1+d und TI. ... ,Tn-1<1+e(-rn) haben wir also: 
Tn8 =IIYsXn8 ll-r>IIYvXnvll-r fiir aile P, liYsXn8 ll-r>IIYvXnvll fiir P>S und (Js ist 
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Einheit. Also ist g allgemein in T(1:) vom Grad s. Damit ist Lemma 3 
bewiesen. lndem man wieder die klassischen Schliisse zieht, erhalt man 
(vgl. auch [6]). 
Satz 5. W11 ist ein noetherscher und faktorieller Ring. 
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